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Série A. Sciences mathématiques (17° section). 
_ Série B. Sciences physiques et naturelles (2° et 3e sections). 
Série C. Sciences médicales (4° section). 7 ne 
Série 1). Sciences économiques (5° section). RCE PT ly 


Les comptes rendus des assemblées générales se trouvent dans le fascicalle admi- ‘ 
nistratif, qui parait aprés la session de Paques. atest ag 


Les ANNALES sont divisées d’une nouvelle manière à partir de 1937 : 


Série |. Sciences mathématiques et physiques ({re, 2 et 6° sections). 
SENTE Série IT. Sciences naturelles et-médicales (3°-et 4* sections). 
RIRES À Série III. Sciences économiques (5¢ section). 

b Fascicule administratif. 
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année, à une ou deux séries et obtenir une ristourne de dix ou vingt francs sur la 
cotisation. 


a Le prix del’ ABONNEMENT aux ANNALES pour des personnes ne faisant pas partie de 
la Société scientifique est fixé par le tarif suivant : 


Périodicité en Beigique en France dans les autres pays — 
Série | trimestrielle 39 fr. 9 belgas 12 belgas 
+ Série II » 35 fr. 9 belgas | 12 belgas 
Série Ill » 60 fr. 12 belgas 14 belgas 


Toutes les séries 110 fr. 28 belgas 35 belgas 
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A ‘BRUXELLES | 


Première Section 


— 


Sciences Mathématiques 


— 


Présidence de M. F. Simonart. 
La Section constitue son Bureau pour l'exercice 1938-1939 : 


Président : M. le vicomte d’Adhémar. 
Vice-Présidents : M. M. Lecat. 
M. R. Coenen. 
Secrétaire : M. G. Verriest. 
M. J. Touchard présente un mémoire sur Quelques équations aux itérées. 
_ M. J. Becqué présente une note sur La détermination vectorielle d'une formule de 
déplacement hélicoïdal. 


M. R. Ballieu présente un travail sur Les familles de fonctions localement univalentes 


i dans le cercle-unité. 


M. le Vte R. d’Adhémar présente la suite du mémoire intitulé : Le mouvement gyTos- 
copique des projectiles. Les indélerminations. La dérivation. 


M. F. Simonart présente une note sur Une classe remarquable de séries potentielles. 
Ces travaux paraitront dans les Annales. 


- M. M. d’Ocagne dépose, à l'intention de l’Université de Louvain, une thèse de M. Louis 
Couffignol, sur l'Analyse mécanique ; application aux machines à calculer et aux 
calculs de la mécanique céleste, ainsi qu’un article de lui-même, à ce sujet. 


LVI, | il 


L’axe de me L est déterminé par un de ses points - ! 
unitaire w. Soient, d la mesure de la translation suivant L, v la rote 

~ autour de L, Pet Q les positions initiale et finale d’un même point, H 
leurs projections orthogonales sur L, R la position de P après la rotati 
désignons par r les longueurs égales des vecteurs HP, HR, KQ. 

Nous avons Q = P + PR + RQ ; la rotation v nous donne 

HP AHR = ur’ sin v. 

Par suite, HR = « À HP sin v + k HP. 

Pour avoir k, observons que HP x HR —r° cos v, donc multipliant — 
scalairement l’égalité précédente par HP, on a 4 — cos v, et pour le. 
déplacement dû à la rotation v 


PR = PH + HR = % À HP sin v + HP (cos v — 1). 


En n’introduisant que les éléments les plus simples associés à L et P, 
gui sont u, P, et le pied H de P sur L : 


QP ars eae ee 
En introduisant A, ayant 
- HP — HA + AP = AP—wu x AP, 
il s’ensuit . wA HP =u A AP. 
puis PR = uw A AP sinv + (AP — wu wu X AP) (cos vu — 1), 
done Q = P + ud + u À AP sinv+ (uu X AP — AP) A — cos v) 


qui donne par exemple les formules de WnrrrAkER, Analytical Dynamics, 
p. 7. Lorsqu'on veut avoir les formules d’ Euler, puis introduire Îles 
paramètres EnZy, on utilisera, comme il est bien connu, v/2, et l’on 
partira ainsi de Ja formule 


Qeehelad + 2sin | wA AP cos — (AP — un x AP) sin & |: 


ee ET 


Sur les familles a forties et SAR 
dans le cercle-unité ©) 


PAR 


ROBERT BALLIEU 
Aspirant du Fonds national belge de la Recherche scientifique (2) 


1. Nous dirons, avec M. Paul Montel (*) qu’une fonction, holomorphe 
dans le cercle-unité, y est localement univalente de module p (0 < p <1) 
lorsque cette fonction est univalente dans tout cercle de rayon p intérieur 
au cercle-unité. 

Précisons le sens des mots employés dans cette définition ; on entend 
par cercle de rayon p l’ensemble ouvert des points situés dans le plan de 
la variable complexe à distance moindre que p d’un point fixe ; une fonc- 
tion, holomorphe dans un cercle, est univalente dans ce cercle lorsqu’elle 
ne prend qu’une fois chacune de ses valeurs dans le cercle. 


2. Désignons par E, la famille des fonctions f(2) 
fe) = 2+ ae + as +. + a, 2 + … 


holomorphes et localement univalentes de même module p (0 < p <1) 
dans le cercle-unité. M. Montel a montré que E, est une famille normale 
et bornée dans le cercle-unité. 

E, est une famille fermée, c’est-à-dire que toute fonction f(z) limite 
unique dans le cercle-unité d’une suite de fonctions de E, est encore une 
fonction de Ky. En effet, f(z) est alors limite d’une “té uniformément 
convergente À ie du cercle-unité de fonctions de Ey ; on a donc 
f(o) = 0, f'(o) = 1 et f(z) n’est pas constante : il résulte d’un théorème 


() Travaux du Séminaire de Mathématiques de l'Université de Louvain sous la direction 
de M. Fernand Simonart. 

(2) Cet article est le développement de ma note : Sur les fonctions localement univa- 
lentes dans le cercle-unité, C. R. de l'Académie des Sciences de Paris, t. 206, 1938, 
p. 413-415. 

(3) Cf. PAUL MoNTEL, Sur les fonctions localement univalentes ou multivalentes, Annales 
de l'École Normale Supérieure, t. 54, 1937, p. 39-54. 


ati D, 
. el que hott n, la famille EC Gee dérivées d’ordre n des fo tc 
cest aussi normale et bornée à Vintécieur ay cercle-unité. L 
valeurs prises par les fonctions de Ef? sur la circonférenc 
(o <1 < 1) ont donc une borne sopencure finie que nous désign | 
M, “(r, p). Pour chaque valeur de l’indice n, M, (7, 9) peut être consi 
comme une fonction de ? r et He p définie pour tout couple de valeurs (r, p) 
satisfaisant à 


oriente ep 4 ys 2 
Dans les paragraphes suivants nous indiquerons d’abord apstques pro- 
priétés de ces fonctions. Nous utiliserons le lemme : 


Lemme |. — Pour chaque valeur de p el chaque valeur de r, il existe dans 
Ep une fonction f(z) telle que | 


a max |f (2)|=M,(r, p). 
; la 7 


Soient en effet 7 et p fixes. M, (7, p) est aussi la borne supérieure des 
quantités 


AE A PAR f (@)| 


ou f(z) désigne une fonction quelconque de E,,. Alors M, (7, p) est ou n’est 
pas la plus grande limite de ces quantités. 

Dans le second cas, M, (r, p) est certainement égale à une de ces quan- 
tités. 

Dans le premier cas, il existe une suite de fonctions de E, : AG), 2@) 
HUE, Ae he Delle que l’on ait 

Mah Ole a pa is max | f{(e)| i]: 
13 | =r 
Nous pouvons supposer que £ suite de ces fonctions est uniformément 


convergente à l’intérieur du cercle-unité ; la fonction limite f(z) appartient 
à LE, et l'on a 


ie 1—>00 (= 


ar VC) | = a max GI] = My (r, p). 


Le lemme est donc vrai dans les deux cas (*). 


(') Dans la suite, nous supposerons toujours, sauf dans le parsgraphes, que 7 et p satis- 
font à ces conditions. 

(?) On peut d’ailleurs montrer que, sauf pour M, (0, p) et M, a p), le second cas n’a 
pas lieu; à ces deux exceptions près, il existe toujours dans Kp, pour chaque r et chaque 
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El loreal ay! axtintéhiaurea: rat te : 
nstant, M. (r, p) est fonction non croissante de p. Il estin 


. pour p constant, M, (Gr, ©) est. fonction crpisean ia de m. De p 
xemple de la fonction ; 


fas hones e+ Mer +... ats en mis 


univalente dans le rerelesahite montre que même M, (0, p)est heu sl 
4 _positit. Ona | 


© THÉORÈME II. Pour r compris entre zéro et un, et pour p constant, 


log M, (r, p) est fonction convere de log r. 


- En effet, M, (r, p) pour p constant, peut aussi être considéré comme 
étant la borne supérieure des fonctions 


pr)= max |f” (2)|, 
Rien 
où f(z) désigne une fonction quelconque de Ep. 


En vertu du théorème des trois cercles de M. Hadamard, log @{) est 
une fonction convexe de log + dans l’intervalle O < r < 1; par consé- 


. quent log M, (r, p), qui dans cet intervalle est fini et borne supérieure de 


log @(r), est aussi dans cet intervalle fonction convexe de log r. 


Tutoréme IL. — M, (r, p) est, pour p constant, fonction continue der 
dans Vintervalle (O, 1), fermé en r= 0, ouvert en r =1. 


Pour Vintervalle 0 < r <4, cela résulte déjà du théorème précédent : 
car log M, (r, p), étant fonction convexe de log r dans cet intervalle, y est 
fonction continue de log r, et donc aussi fonction continue de r Il en est 
alors de même de M, (r, p). 

On peut encore établir ce point et montrer que M, (r,p) est continue à 
droite de r= O, de la manière suivante. 


1°) Soit ro(O < ro < 1). Soit 7, 7», , Mn, .… (r, < 1) une suite décrois- 


n, une suite de fonctions f1(z), f2(3), ---» f;(z), --- telle que l’on ait effectivement 
es 1 Gem, (r, p) 
z;=Pr 

et aussi 
lim [ max |f$”(z)| ]- MC, pie 


i— | |2/ =r 


! L , te fs ety x à 
me pes p) étant fonction croissante ae ots lim. Mn (rm, D se 


sy 1) 


~ la par L. On a évidemment L > M, (ro, ay 
Puisque E, est une famille normale, on peut extraire dé la ster 
fonctions Re suite partielle — dont, pour simplifier les notations i 
désignerons encore les termes par fm(2) — convergeant uniformém 
à l’intérieur du cercle-unité vers une fonction f(z) qui appartiendra elle oo 
même à E, ; les quantités Mn (7m, P) correspondant aux termes de cette 
suite partielle auront encore L pour limite. i 
Pour f(z) on a, pour à suffisamment pais e désignant un nombre ponte 
arbitraire, 


bet 


max [f (2)| < Maro, p) +e, - (ro+ d <1). 
(eh foo 8 ror | 


~ 


À . A cause de l’uniforme convergence, on a aussi pour m > Wo (€) 


IP @—FP@l<e, (lel Sre+d). 
Dou 
max fn (2)|SMn(m, ep) +2, (m > wo). 


Pes nes 


Mais alors si ,, plus grand que bo, est tel que (rm ro) $ soit plus petit 
que à lorsque m est plus grand que u,, on a 
Mn (rm p) < Mn (ro, p) + 2e (m = M,). 
Dou 
L= Mn (ro, p) > 


puisque € désigne une quantité positive aussi petite que l’on veut. Par 
conséquent, M, (r, p) est continue à droite pour 0 <r <4. 

2°) Ma (r, p) est continue à gauche pour O0 <r < 1. En effet, soit 1 
compris entre zéro et un. Il existe dans E, une fonction f(z) telle que | 


max | f” (z) |= Mn (ro, p) , 


[3 | 76 


Mais | git | f (2) | est fonction continue de r et ona 
z|=r 


max | f" (2)| < M (r, p) < Ma (ro, p) 
Izl=r<r, 


+ var BEN MagiGo vt. a le niin = . 
Lim. RE P)— Mo (re. Pe 


i Lea deux a bltets sr aeaioatiat le théorème. 


4 LEMNE IV. — - La fonction Mn (x, p) satisfait à l'inégalité 
% (1) 1 Mn (7P,, 0) < Oy Mn (rps, Ps) 
“ais que l’on a DS An à 


L : Fixons-nous la valeur de r(0 <r < 1). Puisque p, et p, ne sont pas 
_ supérieurs à À, on a aussi 


rp a1 Tp. 1. 


RIT f(z) une om de E, _ telle que 


max LU) |= Mar py, Pi) - 
ls|=rpy 


ra te i( 82) 


nous pouvons le faire puisque, par hypothése, p, est plus grand que zéro. 
F(Z) is à E,, : d'abord F (2) est holomorphe dans |Z| < 4 etlona 
_ F(0)—0, F(0) —1 ; ensuite F(Z) est localement univalente de module p, 
dans le Free |Z| <4, car s’il existait, dans ce cercle, un cercle G de 
_ rayon p, dans lequel F(Z) ne serait pat univalente, dans le cercle c de 
rayon p, du plan des z, correspondant à C par l’homothétie 


Posons 


Dir ul, 

Ps | 
4 f(z) ne serait pas univalente, ce qui n’est pas possible, puisque c est inté- 
rieur à[z| <1. On a donc | , 
4 (n) . 
0 AE | F (Z)| < Mar Pos Pa). 

= per . 
Mais on a 
! PO (Dyes (2. Aah (es ae 2), 

2 2 
et donc 


n—1 
(n) << Pi (n) [ Pi 7, | 
uaa allie age aaa. 


p 
ee oe max | f(z) | = y Ma(r Py, p,). 


Ps |[z|= pir 


| + à my Ÿ d 
ioash anal 
qui est Ving ao (On en a 


M 014 ro nds pa 
AT Y. — n'as “i oe. pour à RENE TS ne nue 


he l'intervalle (0, 4) ouvert en p = 0, fermé en p 4x Mee 


Remplaçons dans (1) rp, par r. On obtient Risiégalite poe rw ba if 


Ls cae y 
(3) j Cas MA(r, p,) < pers ae m) | 


valable lorsque 
ope pres Ares rip 


Si nous remplaçons dans (1) rp, par r, nous obtenons l'inégalité 


(4) py Mar we Pr) < = Ps Mar, Po) 
valable lorsque 
0, ST SALE 0<P EPS LE 


Nous avons de plus l'inégalité 
(5) Mn(r, p,) > Ma(r, Po) 


valable dans les mémes conditions. 

Gardons r et p, fixes dans (3) et (5) et faisons-y tendre p, vers p, ; 
à cause de la continuité de M,(r, p,) par rapport à 7, le second membre 
de (3) tend vers p,  M,(r, p.) ; on a alors 
(6) lim  Ma(r, p) = Ma(r, p). 

Rs 0) 

De même, gardons » et p, fixes (0 < p, < 1) dans (4) et (5), et faisons-y 
tendre p, vers p,. Il vient de même 
(7) lim. M,(r,p}=Ma(r, p). 

Dir Mae i 

Les égalités (6) et (7) démontrent le théorème. 

Mais alors log M, (r, p) est fonction convexe de log r(0 < r <1) et 
fonction continue de p(O < p <1); il résulte d’un théorème de M. Kriti- 
kos (*) que log Ma(7, p), done M,(r, p), sont continues par rapport à 


@) N. KririKkos, Sur les fonctions multiplement convexes ou concaves. Praktika de 
l’Académie d'Athènes, t. 7, 1932, pp. 44-46. 


RE ir re 
e des deux variable ae rapport: 
dues ret p; plus précisément, hae a dE ge | 


van 
x 
Y 


) 4% LL A 
gots le Mar, 0) est continue sur oe ah pire ie (a = 
fine par = inégalités La 


a a sd À à de à: O<p<i. 


5. Taéorëme VII. — Pour toute fonction f(z) de Ey, on a l'inégalité à 
8) f(z) | < k” Ma(O, ko) | | 
_ pour tout z et tout k tels que 


leisi—p, psi st—jai, 
ot quel que soit n supérieur ou égal à un. 
g Soit Z de module non supérieur à 1 — p et f(z) une fonction de Ho. 
a f(z) est localement univalente de module p dans le cercle 
|z—Z|<k, 


où k, désigne l’inverse de k, supposé satisfaire aux conditions indiquées. 
La qu 


_ ant} fo 
e. F (Z) = —— ; 
if ve BPO 
ee appartient alors à Ky;.). On le vérifie aisément. Mais alors on a 
a x pa z = 
roy | =| eo © 5 ie <M, kp); 
ca 
= cette dernière inégalité n’est autre que l'inégalité annoncée. On déduit de 
‘4 celle-ci que Mn(r, p) satisfait aussi à 
4 Ma(r, p) < AM, (0, ko) M,(r, p) 
= pour j 
4g LR eae al Sa) ae 
| En particulier, le théorème VII montre, en y faisant } == 1: 9.et.n =), 


» que pour toute fonction he de Ey ona 
(9) a 
ro 

car on sait par un théorème iH M. Bieberbach que M, (0, 1) = 
Supposons p <1. On sait (’) que f'(z) ne s’annule pas Vee le cercle- 


* (1) P. MONTEL, loc. cit., p. 40. 


donc certainement une même valeur en deux nr distincts du ce 
|z|<p. Pour aucune fonction de E, légalité ne peut done avoir li 
dans (9) en un point de module moindre que 1 — p. L'égalité ne peut pas 
plus avoir lieu en un point de module 4 — p. En effet, soit f(z) une fonc- 
tion de E, pour laquelle l'égalité aurait lieu dans (9) en un point 4 de 
module | 201 —1 — p; f(z) est univalente dans le cercle | z — 20 | < p. 


La fonction 
[ (eZ - + ter ) — f(z) 
Boe pf’ Ge es 


est univalente dans | Z| < 1 ; de plus, ona 


F(0)=0, FO) =4," FO) = PL) 2 46 Gy constante réelle) 


4i- 


f’ (20) 
On sait que l’on a alors (’) 
Z 
(4 Ze) 


f(z) peut donc se mettre sous la forme 


f(z) = f(@o) + p°f'(20) re = aE ; 
LP — (Z-Ro) e' af 
f(z) étant holomorphe dans le cercle-unité, la racine t=2+ pe‘? 
du dénominateur du second terme de cette expression doit étre de module 
non inférieur à {. Or, on a 
IZ7]}<4— p)+p—1; | 
on doit donc avoir || —1, et par conséquent | 


Zo = (1 — p) et, 


(') P. MONTEL, Leçons sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Gauthier-Villars, 
Paris, 1933, pp. 48-49. 


— 111 — 


1) = f(a) + pre) ZF ODE 


(4 — 2e) 
FO = ptf (eve = 20) 
(2) = p°f (@)e U—zev) 


Le point (1 — %p)e ‘Ÿ est donc un zéro de f'(z) ; puisque l’on a 
O <p <1, ce point est toujours intérieur au cercle-unité ; or, f(z) étant 
localement univalente de module fini dans le cercle-unité, sa dérivée ne 
peut s’y annuler, comme nous l’avons rappelé il y a un instant; nous 
_ aboutissons ainsi à une contradiction. 


Par conséquent, à chaque fonction f(z) de E, (p < 1) correspond un. 
…_ nombre positif d tel que l’on ait 


{14 
légalité ayant lieu en un point de module (4 — p). 

La borne inférieure A (p) de l’ensemble des 6 correspondant aux fonc- 
tions de Ep, est positive, car si A(p) était nul, il existerait une suite de 
fonctions f,(2), f2(2), ..-, f,(2), ... de E, telle que le à: correspondant à 
fi(e) aurait pour limite zéro. En utilisant une nouvelle fois le fait que E, 
est une famille normale et fermée, on en déduit qu’il existerait une fonc- 
tion f(z) de E, pour laquelle l'égalité (9) serait vérifiée en un point de 
module À — p, ce qui ne peut être. On a donc 


THéoRèME VIII. — Il existe un nombre positif A(p) tel que toute 
fonction f(z) de E,(0o < p <1) satisfait à VPinégalité 


Pe A à i A 
| FOIE A(p) , (REA ES CO 


6. Les démonstrations des propriétés indiquées aux paragraphes 2, 3 


et 4, exception faite de la propriété pour M,(0, p) d’être positive, n’utili- 
sent que les hypothèses suivantes : 

a) Les fonctions de l’ensemble E, sont holomorphes dans le cercle- 
unité; elles constituent une famille normale et bornée à l’intérieur du 
cercle-unité ; E, est un ensemble fermé. 

b) Si p; < Pz, Ey, est contenu dans Ky, et, quel que soit f(z) de E,,, la 


fonction Mag be appartient a Ey. 
1 2 2 £ € 
Ces propriétés sont donc valables pour les fonctions u(r, p) définies 
à partir d’un ensemble Gp, dépendant d’un paramètre réel variable dans 


| fasse aux conditions à de ssus lorsque. > 
variation. is à . 


7. Considérons maintenant l’ensemble F,;des fonctions 
f(e) = 2+ ar Has + ee + an + 
holomorphes et localement univalentes de module p (0 < p < < 1) dan 
cercle-unité et qui le demeurent si l’on effectue sur z une “substit 
linéaire quelconque conservant le cercle-unité. On voit immédiate 
que, pour p, < p,, F,, est contenu dans F,,. Il en résulte que F, n’es 
vide, car F, est tue à del BAIRD des fonctions ol et 
A -univalentes dans le cercle-unité, et est contenu dans tous les autres Koay ¥ 
L’ensemble F, étant compris dans Eos F; constitue encore une lames >. 
normale et ne à l'intérieur du cercle-unité. On voit de plus que F, es 
fermé. Soit en effet f,(z), f(z), .--, fo(z), -.. une suite infinie de fonc S 
de F, convergeant dans le eke mee la convergence est alors uniforme 
ay’ intérieur du cercle-unité et la fetes limite f(z), qui n’est pas constante 
puisque f’(0) —1, est donc localement univalente de module p dans le 
cercle-unité. I] en est de même de 


F@ =f(é =) 


4 — az 


où 8 est réel et | a | < 1. Car 


Fin(2) = fm (é”° ed 
1—ae 

converge uniformément vers F(z) à l’intérieur du cercle-unité ; en effet, 
si z est de module moindre que r < 1, 

Te ee 

1 ge 

reste inférieur en module à un nombre R(r) <1; or, fm(Z) = Fm(z) con- 
verge uniformément à l’intérieur du cercle-unité | 2, < 1 vers f(Z) = F@). 
De plus F,(2) est par hypothèse localement unétitenté de module p dans 
le cercle-unité. Alors F(2) est aussi, quels que soient 8 réel et a de module 
plus petit que un, localement univalente de module p dans le cercle-unité. | 


‘ 
1 


f(z) appartient à F,, qui est donc fermé. 
Si nous désignons par u,(r, p) la borne supérieure des modules des 
valeurs prises par les dérivées d'ordre n des fonctions de Bp sur la circon- — 
lérence | z| =r <4, on voit, comme au paragraphe 2, qu’il existe dans F, 


tion f(e) Re = a SOE siiedin? + Wiping abba nl) 


max Qu, a 4p) 205 | Hl S 
zl | 


~ Posons ie f(z) aren une pareille fonction, 


D | LE F@) = r(£ wa bea ee 


ov a désigne un nombre quelconque de module inférieur à un; la (ones 
tion [F(Z) — F(0)] : F'(0) appartient à F, ; on a donc 


ze ne HAN (ZY. 
11 max | <u,(r,p), Mi): 
KO pas Gy | SH, ad) | 
_ Le premier membre de cette inégalité est une fonction (a) de a, et OT 


| l'inégalité (11) se transforme en égalité pour a—0; g(a) a donc un 
a | maximum en ce point. En exprimant que cette anale a lieu pour (a), 
> on peut obtenir des indications sur les fonctions u,,(r, p) et aussi sur les 
: # fonctions de F, pour lesquelles l'égalité (10) est satisfaite. Par exemple, 
| ona 


5 


THEOREME IX. — Pour toute fonction 
fe) =2+ ae? + agé + ce + ae” + + 

a de lu famille F, pour laquelle le maximum u,(o, p) de f" (0) est atteint, | 
on a, en FAT 
3 1, —=la,le : a, =|a;le "3 : 
a les égalités 

Wed; 2A, 1+ 2)a, |? =3] a, |. 
Conservons les notations précédentes ; posons 


dix = ty (x, y, reels), D(x, y) = P(a). 


CORRES YE 


y La fonction 


RON pee Ge) 
MAO =| RO) |= ar 


aun maximum pour x = y = 0 
1 
u, (0, p), donc | a, | dans le cas actuel, n’est pas nul ; en effet, z + 5-2, 


par exemple, est univalente dans le cercle-unité et appartient donc à tout 
F,. Alors le calcul donne 

©: (0, 0) =2 [cos y, (1 + 2| a, /) —31 a, | cos (Hs — Ys) » 

D, (0, 0) =2 [sin yw, 1 + 2] a, |?) —3] a] sin (w,—'p,)] - 


| al 4 . mo le gegen 
R marque. — Poot le fonctions ioe a 
x tthe 25 


fe)=e+ ag aye! poe 


holomorphes et univalentes dans le cerele-u 
fonctions de F,, on sait que le maximum de la, 
ment pour les fonctions 7 
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a Mapa ET Cd Ah sang’ + ae gate AU a 
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Cee ya iam 
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Les coefficients de 2°? et de 2° de ces aber satisfont Rien aux 6 
sadiquces. 
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A. Considérons la série potentielle 


? + [w= > aix, | 1 
L è (1) 
de rayon de convergence R > U et soit 
= Ÿ a, (lel<R ® 
| Ë la série dérivée dème, de sorte que 


an =(n+1) (n+9) … (n+i)a,,;- (3) 


I] nous arrivera d’écrire 


? a poura, . (4) 

- et, dans le cas n < 0, de poser 

| ao, . 0 
‘  Formons le tabl AL 
4 fa ||, Gk=0,1,2,-.). (6) 


2. On examinera ici une classe de séries potentielles dont les coefficients 
a” vérifient une suite infinie des relations linéaires. La somme d’une telle 
série est donnée.par l’intégrale d’une équation différentielle linéaire, d’un 
type caractéristique, qu'il est aisé de construire. 

. La plupart des séries rencontrées dans les éléments appartiennent à la 
classe considérée, Nous commencerons (3) par leur appliquer un procédé 
uniforme de sommation, susceptible d’être étendu (4) au cas général ; nous 
examinerons ensuite les divers types d'équations différentielles obtenues (5); 


5 - gh x 
he Entre les coefficients a er a, ona constamment la 
r Bas ie monet as 
a P P a, ‘ics a, —~ 


1 oe 1 EN Fd bie n 
oO _— oO 


((w)=fle),  f@=e. 


e 


\ 


De là, 


Séries circulaires ou hyperboliques, 


art gt 
Ne 1) ns D Le : CERN 
Quel que soit n, 4. 
: a” +a, =0, a’ —a,=0, à 
> d’où 
f’ (a) +f(a2)=0 =f" (a) — f(x) =0, 
| f(x) = sin æ, f(æ)=shx. 
Série 7 


pe a (9) 
pour laquelle 


nm “nti (n= 0, 4, 2, ee 


a a 
debe n+1 à) n 
De Yea F ÿ Gok ain 
o o à 
1 


a f(w)=f(~)—1, f(x) — 


Il vient 


4 @œ)—1= 2 f(@) + Tr. : 
_ Série logarithmique, 


a, =(n + Da, » ou a, = (—1)”, (n =0, 1, 2, ..). 


de x” =Ÿ er : 


4 PO en ee ee 

ae Série de binome, 

4 Dur, mmm mnt) (9 

€ On a | 

. moa=a—a i =0, m=0,1,2, ..) 

= ensuite 

1 — Ware a Ware =0, 
i 0 0 , 

i +2) f'(@)=0, f@=A+e)”, 


> Série de Bessel 
| 
si u | 
D - PE TE D (np) (13) 

On peut écrire 

(nt p+1)(p+1)a,,,—%, (æ@—0,1,2,.…), 
(n +41) (p+4) a, +P (+1) 41 = do 
LVI], I 8 


et l’on trouve Fania ae pee ‘tame? 


+ Lee Cer beets Shp I =0. 
Série 


n désignant un un Auris non n entier s’il est négatif. 7 
Dans le cas actuel, R =1; car telle est la limite, pour p = 20, durapport — 
op LANDE ¥ y 

oy Ap+1 r Pp an 1 . ’ C2 


et la fonction J, de x est continue dans l’intérieur du cercle unité. 
En écrivant 


(n+ p+1)a,,,=@+ 1) 4,, 
CAES + (p + 4) a. CARS =pa, ta, 
on parvient à la relation linéaire 
LP EL LS +4, 
d’où l’on déduit 
ioe} [+] co 


Lo +] 
p+1 Pet NUS : 1 
n y CAE +e} aa? =o » po em > 
o Oo o + 


n (1) tad =2 re 
finalement, 
a(1—sx) J+ (n—ax)J,—n=0. 
Ainsi, Jn est une intégrale particulière de l’équation différentielle linéaire 


x (12) + (n—a)y—n=0 (15) 
dont on peut mettre l’intégrale générale sous la forme | 
= n—2 ms St 
y—In=Ce (45 _¢Ud—2) N 


a" 


Ré" 


2 


| pas sortir du cadre de cette note, nous ne nous anrater 


| © tion ah d une Cine te que nous allen’ pea a cas. 
tte 


4 À 4. Supposons qu'entre ne éléments de la matrice || af a? ll, limitée : àv+1 
lignes, on ait constamment, à partir d’une valeur r de | l'indice k, 
Mag + al), + ++ Mal, + 


# 


aa ee = "pars Gé) 


) mr ) Es 
AY a+ y a, 4 er Wa 7 
où les coefficients donnés À, à peuvent dépendre éventuellement de para- 
» métres variables, ou même se réduire à zéro, sans toutefois qu’il en soit 
| ainsi de tous les i, (@ =04, ... vhet de tous les MW, (k=0, 4... r). 
I] est plus commode d’écrire ces relations sous 1a forme 


ye 


E 
D 
of ne ali) =O,45> (p= 0, 4 ; 2, Prey ees (17) 


ij 
a 


| _< 
PSM he D 


On Pécrira 
co Vv Tr 


[+] 
DORE (ORNE D iim p+r 
y h, © ue = 2 Ogee (19) 


Une sommation par rapport à l’indice p donne 


y ean ce ee 
ai >> M a à a,” a D Op +r oP + P(x), (20) 
i=0k=0 p=0 p=0 


le terme complémentaire 


Bt OE 


P(x) = Moe Froth” (21) 


ve ‘sig © i 


5°" rer ess a th bs i ert L 
io. 


Biailleurs, les v + 1 séries analogues, pour à —0, 4. NY, ‘état 
ment convergentes, la sommation de (19) par DS cu est 
Dans la relation (20), posons encore 


ie 
P;(x) = py at 
k=0 ~ 
pl) = Ÿ 0 at ate, (23) 
p=0 
Il vient - 
YP) (Cw) = oe) + Pla). (24) 


Telle est l'équation différentielle que vérifie la somme f(x) de la 
série (1) dans l’hypothèse où les coefficients a sont liés par une suite 
infinie des relations linéaires (16) dont les premiers membres gardent une 
forme invariable. 


5. La sommation de la série (1) se trouve être ramenée à celle de 
la série potentielle (23) et à Vintégration de lérupon différentielle 
linéaire (24). 

La série premier membre (19) étant absolument convergente pour les 
valeurs |æ| <R, il en est de même de la série (23) et dans tout cercle de 
rayon p < R, centré à l’origine, p(x) est une fonction continue. Ainsi, le » 
rayon de convergence de la série (23) n’est pas inf 

Si tous les à sont égaux, on a 

T 

aa 
a6, PCa) =i et 
=0, _p(x) = 0. | 

Dans le premier cas, l’unité est une limitation supérieure du rayon de 


convergence de la série (1). Dans le second cas, la sommation de la 
série (1) revient à l'intégration de l’équation différentielle linéaire 


pa Pi(a) FOC) = PQ@). + (25) 


Py( nest pas identiquement nul, de sorte : | | 
que jeter (25) e: 
À ae FS i te 0,ilya es P,(0) 70; en outre, P(x) est aussi u 
e dont le egré n'excède pas Rte s’introd u sec 
membre de (24) que sir >1. ds nues 


Si 7 — = 0, les relations linéaires (16) prennent la forme 


4 À v 
= Do,  (p—0,1,9,-) 
mn ‘© t=0 
et Péquation (24) se réduit à EE 
a à KFC) = o(@). 
ig = i=0 


On est conduit à un cas particuliérement simple en supposant les a tous 
nuls et r = 0, ce qui donne 


Yves 1 — () ; Vi fo) 0 
i=0 


à Il revient à intégrer une équation linéaire à coefficients constants. 

À 

Dans ces divers cas, la somme f(x) de la série est déterminée par ses 
. valeurs à l’origine 


4 FO)=a”, fay, ... MO) =a ™, 


ou, plus généralement, par ses valeurs initiales dans une région d’holo- 
morphie de f(x). 


6. Inversement, soient : P;(x), (¢ = 0, 4, ... v), une suite de polynomes 
olynome de degré r — 1 ; p(x) une fonction holo- 


L’équation différentielle linéaire (24), de l’ordre v, admet une intégrale 
particulière f(x) =I entièrement déterminée par sa valeur à l’origine et 
les valeurs de ses v — 1 premières dérivées 


(0) (1) (v—1) 
a, a, ASAT 


ou compte tenu de 


par les v premiers coefficients 


Ao, ay, dee Ay—1 


ACT 
tirs à 


iy NI *, M 3 
va — mre M 
IN huh ou (yak Je NS 


Ye. DD en US 
: . ps 


(OLA EU vibe 


~ Les coefficients a‘ vérifient une suite infinie hante linéaires 
l’on obtient en idontihaut les deux membres de (24) aprés substitution d 
développements de I et de p(x). | 

Les r premières équations d’élimination donnent successivement les 
coefficients | 


Gy, Ayins + Aytr—i* : 

A partir de l’indice k =r, les coefficients. al? vérifient le système linéaire © 

infini (46) d’où l’on tire, de proche en proche, tous les autres coefficients. 

La méthode, qui n’exige aucune dérivation, s'applique sans nouveaux 

calculs, à la recherche de la fonction de Bessel (13); on retrouve de même 

la fonction J, (14) en reproduisant les opérations dans l’ordre inverse 
à partir de l’équation différentielle (15). 


7. Il est aisé de multiplier les exemples numériques ; aussi, nous 
limiterons-nous au suivant. Soit à intégrer l’équation 


cy’ +%y+ xy —=0. 
On annulera le coefficient de x” dans l'identité 
& (ag + aya + ++) +2 (ag+aya+ --)+2(a,+ar+--)=0, 
ce qui donne 
qo he SO NB UT ES 
ou 
(p+ !)(p+2)a,,,+0, ,=0. 


Cherchons la solution particulière y, correspondant aux valeurs initiales - 
a, ~ 0, a, —0. Il vient 


dag nd) pr Aon, = 0, ing -) | 


y era sin æ 
Vi 0 Qp+4)! % x 7 


Cherchons de même la solution particulière Y2 Correspondant aux 
valeurs initiales (non à l’origine) a, = 0, a, 0. On a 


Mp =(— 9. ml, , fP=0/12) 
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Théorie du mouvement gyroscopique des project 
Les états d’instabilité virtuelle 
Les indéterminations 


Les perturbations initiales 
Suite () 
PAR 


M. ROBERT @ADHEMAR 


7. LES ÉTATS D'INSTABILITÉ VIRTUELLE. 


Considérons les trois moments ou couples fondamentaux, Mz, My, Mz. 
Nous avons de bonnes raisons pour admettre que le troisième est nul, ou 
négligeable, et d’autant plus que la durée du trajet est très courte. Quant 
au premier moment, nous savons qu’il est nul si à est nul. Au sujet du 
deuxième moment, je me garde de rien affirmer à priori; ce serait trop 
téméraire. 

Considérons la valeur zéro de à, et le voisinage de zéro. Nous savons 
que M, est nul, ou voisin de zéro, plus ou moins, dans ces conditions. 

Si, en même temps, M, est nul, ou voisin de zéro, nous avons un état 
d’instabilité virtuelle, car les trois moments ayant des valeurs nulles, ou 
voisines de zéro, à cet instant, un moment perturbateur de petite valeur 
sera efficace. Je veux dire : ce moment perturbateur, s’il surgit, aura une 
influence appréciable sur le mouvement gyroscopique, lorsqu'il agira. 

Je ne saurais préciser davantage, car nous manquons, je crois, de 
données numériques sur les influences perturbatrices qui peuvent surgir. 
Elles sont d’une très grande variété. Et cependant ceci est assez net, 
à condition que l’on donne au terme « voisin de zéro » un sens un peu 
élastique. 

Il en est de même, au sujet des approximations. Nous devons souvent 
donner au terme « approché » un sens un peu élastique. 
TS 


(1) Voir ces Annales, série I, pp. 42-64. 


Mes 


‘all Considérons un mouvement de révolution ou d’oscillation et un 
minimum de l'écart très voisin de zéro ; le premier moment sera alors 
_ très voisin de zéro. Sp 
Supposons vérifiée la relation : 

p- (35) 2y’—w #0, 
_ et notons que cette relation est certainement vérifiée dans le cas de 


oscillation, parce que l’on a, à cet instant : y’ <0. 
Prenons l’expression de Y, donnée par la formule (41), et posons : 


(62) | | Ÿ = 0 


Cette équation est vérifiée pour une certaine valeur de la dérivée à”. 
Nous avons alors : 


(69) s—h=0, et M,—0. 


40 Un moment perturbateur, dont la valeur numérique est de l’ordre | 

- de h, est efficace. | 
Nous avons donc, pour ces valeurs de 6, 0”, 0, un état d’instabilité 

| virtuelle. 

y Remarquons que nous pouvons bien avoir un état d’instabilité virtuelle, 

…. pour un minimum de l'écart qui ne serait pas presque nul, pour un 

minimum de l’écart tel que les équations (MA) soient valables pour la 

à représentation du mouvement gyroscopique. Nous savons, d’après la 

Théorie élémentaire, qu’en un tel point, le deuxième moment est voisin 

de zéro. Nous savons même que le rapport © est négligeable, ou bien 

certainement moindre que lunité. Donc, pour un tel minimum de à, 

petit, sans être presque nul, nous avons : 


(64) M.=H, et M, < H. 
Un moment perturbateur N, dont la valeur est de l’ordre de H, sera 
efficace. 


D'une manière générale, si nous admettons la possibilité de l'existence 
d’un moment perturbateur assez grand, nous devons, comme conséquence, 
admettre la possibilité de l’existence de certains états d’instabilité 
virtuelle, pour un minimum de à qui n’est pas presque nul. 

Je dois examiner un cas particulier concernant un minimum de l'écart, 
représenté par le point B (Fig. 6), dans un mouvement de révolution. 

Nous avons, en ce point : 

di=icos y = 0 ets siry=—1, 


W 
(65) nina ET 147 D ed 


(66) W = w P'à + J (y+ w) + qoJ' — 0”. 


© Nous share cu > 06! 

2y—w—2w, 
g+wey, 4 A: ps 

 d'(' + w + RE sl pur 


Di pouvons écrire : 


a) 


W W py | oe " à 

| NT Gy pene rate ‘Save 

(67) | à" r | 
++ 5 er ce sas : 


Supposons que la dérivée troisième 0” ait une valeur assez petite. 
-Je suppose, par exemple, que l’on ait : 


| a" | = B(J'wy") u 
Je suppose enfin que | l’on ait : 


J {Fl y—0), oubien  <1. 
d Il résulte de ces diverses hypothèses que l’on a : 
(69) Vo ee 


Si, 4 cet instant, nous nous trouvons sur la trajectoire, assez prés du 
point ou J est maximum, alors la valeur de J' sera très voisine de zéro. 
Par suite, la valeur de M, sera très voisine de zéro, comme celle de Mz. 
| _ Nous aurons alors un état d'instabilité virtuelle. Dans mon Mémoire 
précédent, j'ai obtenu un résultat analogue, concernant un minimum de 
l’écart dans un mouvement d’oscillation. 


8. LES INDETERMINATIONS. 


Lorsque l’écart est nul, ou presque nul, j'ai remarqué que nous avons, 
dans certaines Condition un état d’instabilité virtuelle. Je dois mainte- 
nant attirer lattention sur une circonstance nouvelle, qui peut se 
présenter si nous avons un minimum de l’écart, presque nul, dans un 
mouvement de révolution. | 

Considérons l’équation (43) et la formule de résolution (64). Je suppose 
que l’on ait la relation : | 


(70) wJ — à —0. | 


ar nr ER et mae ae en sence nen aa, nous a éloigno 


_de igine, sur la tee de plein fouet. Par suite, les deux racines a 
À équation (43) sont : 


1 
? 


+ MP et x —(w—P). 
Je suppose maintenant que l’on ait : EN 4 
(71) Cp oo a Os 


_ Les racines x, et x, sont réelles. 
Le cas le plus intéressant correspond | a l'inégalité : 


D . wy bis 06 
ee Nous avons, bien entendu, d passant par un minimum, à l’instant £, : 
3 (73) 4 oS, 
Considérons le discriminant de l’équation (43) : 
wd fes to 
"4 (74) mt a wJ — à” 
+ +" roy 
“4 Nous avons : H°— w’, et d'autant plus que le rapport est plus petit. 
4 ‘Il faut voir si Le discriminant peut s'annuler. Posons: 
e (75) wJ — d’—dwJ. 
4 D’après les relations (72) et (73), nous avons : 
(76) - DENT” 
4 Écrivons que le discriminant est nul, sous la forme suivante : 
D (77) Hd = 4hwJ. 


A Vinstant tn, 5, P, J sont donnés. 

Si à est assez voisin de zéro, la relation (77) est satistaite, À étant 
. compris entre 0 et 1. 
Nous connaissons À ; donc 0” est connu ; nous avons : 


(78) w=h ’ 
avec 
(79) 0O<h<wd. 


Supposons vérifiée la relation : 
(80) 0h, 


DGA us à oe 
Fe racines #, et By sont imaginaires ; : le mouv er 
7 est be , 


Supposons vérifiée la relation : 
(8) | DR, 
les racines x, et x, sont réelles. 
Supposons vérifiée la relation (78), les racines x, et x, sont Pe 
à l'instant ¢,. Les deux solutions du problème se confondent. 
Reportons-nous aux équations (34) et (41), qui donnent ies expressions 
de y” et de Y. 1 
La relation (78) étant vérifiée, ou bien wy” et Y sont indélerminés, 
à l'instant tn, ou bien w” et Y sont infinis: 
Il y a indétermination, si l’on a : 


(37) W=0, 


et cette équation donne alors la valeur de à”. 
La valeur de Y est infinie, si l’on a : 


(38) Ly W Z0. 


Mais une valeur infinie de M, est dépourvue de sens, au point de vue 
concret. Donc, la relation (78) étant vérifiée, à l’instant tn, la relation (37) 
sera aussi vérifiée, et, à cet instant, le mouvement gyroscopique sera 
indéterminé. 

En examinant tous les cas possibles, jai constaté qu'il existe une 
possibilité d’indétermination, dans un cas particulier, lorsque àd passe par 
un minimum presque nul, dans un mouvement de révolution. Au premier 
abord, cela paraît surprenant, mais la possibilité d’une indétermination 
parait normale. 

M. Villat (*), et ensuite M. Thiry ont mis en évidence des indétermina- 
tions dans la théorie des sillages. M. Camichel (?) a trouvé, par la 
méthode expérimentale, des indéterminations très importantes dans 
l’écoulement d’un liquide. 

Quelle que soit l'interprétation, la possibilité de l’indétermination 
existe, et c’est un renseignement important au sujet du deuxième moment. 

Dans la théorie du mouvement gyroscopique, la valeur zéro de à et les 
valeurs presque nulles, auxquelles on n’a jamais attaché la moindre 
Importance, sont, au contraire, des valeurs qui peuvent correspondre 
à des points critiques fort intéressants. 

La possibilité de la représentation du mouvement gyroscopique par les | 
pas Lt. | 

() H. Vizcar, Leçons sur l'Hydrodynamique. Gauthier-Villars, 1929. | 


(?) C. CAMICHEL, L. ESCANDE, P. Dupin, Les indaterpeuetana dans le phénoméne de 


à re brusque. Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
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+ % Mir 
é uations de Mayevski est | une question fare intéressante. Certains auteurs 
ont cru que les équations (MA) donnent la solution complète et définitive, — 
4 mais c’était une illusion. 

Considérons un minimum de l'écart, dans un mouvement de révolution, 
| tel que le discriminant D puisse s s’annuler. La valeur de à est très voisine 
_ de zéro. En effet, nous obtenons facilement une valeur approchée de = 
limite supérieure de d, dans ces conditions. Nous devons poser : À cara 
~ dans l'équation (77), ce qui donne : 


~ (82) We = AU: 
Nous pouvons substituer w* à H°, et approximation est d’autant 


by. us À ; 
meilleure que le rapport en est plus petit. Nous avons alors : 


| wi =4w J, à 
_ _etenfin: a 
4) 
(83) ne 


x mn. 1 1 1 
A l'instant {», la valeur de J est de l’ordre de 95” OU Bp? OÙ Go? Par 


exemple. Par suite, = est bien inférieur à re C’est ce que je nomme un 


écart presque nul. 

A l'instant {,, P, J, d sont donnés et je suppose que d” prenne toutes les 
valeurs positives. Je porte ces valeurs de à” sur un axe OA. 

Soit A la valeur de à”, qui rend D nul. 

Supposons : 0 < 0” < h; nous savons que le mouvement gyroscopique 
est 2mpossible. 

Supposons : 0” = A; nous savons qu’il existe alors une indélerminalion. 

Supposons : 0” > ful - nous savons que le mouvement gyroscopique ne 
peut être régi par les equations (MA). 

Examinons l'intervalle compris entre h et wJ ; nous aurons : 


(84) bao wij 


Soit x, la plus petite racine de l'équation (43), pour une valeur donnes 
de à”. Portons en ordonnée le produit Jx,. Si le mouvement était régi par 
les équations (MA), nous aurions : 


dt, : 
Construisons la courbe dont Ja, est ’ordonnée, la courbe (N). 
W 
Si nous avons : 0” = A, nous aurons : 4 = 9° 


Si nous avons : 0’=wJ, nous aurons : 7, — P. ; 
Le discriminant D est une fonction deo”, et D est croissant lorsque 0 
est croissant. Il en résulte que x, décroit forsqiie 0” croît. 


; aia < 
«RS 


pen 


- 


re + 21ab x? ¥ 6 ob ri dique Si til 
(85) > = == 8 (1) . fs eae oF i < 

L’ordonnée du point No doit être petite par rapport à wd : Par. 
dans l'intervalle défini par la double inégalité (84), il est ampossi le, 
général, que le mouvement gyroscopique soit régi par les équations 


Mayevski. E 

= a équations de Mayevski ne peuvent donner la solution complète. De 
même, l’approximation, qui consiste dans la substitution de l’axe de figure 
à l’axe du moment cinétique, est une approximation intéressante et utile, 
mais parfois trompeuse. 


4 


À aw J 


Pig? We 


J’ai dit, dans mon Mémoire précédent, que la régularisation des équa- 
tions de Mayevski, faite par M. Popoff, repose sur une illusion. M. Popoff 
a cru que les équations de Mayevski sont toujours aptes à représenter le 
phénomène gyroscopique, et j’ai prouvé que cette opinion ne résiste pas 
à la critique. Je me demande s'il n’y a pas aussi une illusion dans les con- 
sidérations de M. Popoff sur la nature physique des forces des frottements 


_et les diverses conséquences qui en résultent montrent nettement que-la 
recherche, faite à priori, de la forme de My, est une entreprise générale- 
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latéraux et des forces qui s’opposent aux changements d’orientation Gls 


Jai obtenu, par une méthode positive, l'expression du deuxième moment, 


ment vaine (*). 
Il existe, autour du projectile tournant, un réseau de phénomènes 2ncon- 


nus, dans l’état actuel de la science, et qui ne sont pas nécessairement 


symétriques par rapport à l’axe de figure du projectile. Des faits, aussi 
sublils pour nous, ne se laissent pas dominer par quelques considérations 
incertaines, ou incomplètes, et par quelques calculs d’intégrales. 

Ces observations me paraissent fondamentales, au point de vue de la 
Mécanique, Si l'on se place au point de vue abstrait de l'Analyse, tous les 
travaux de M. Kyrille Popoff sont dignes d’admiration. 

9. LA DÉRIVATION. 

Dans toute cette théorie, les résultats ont une forme simplifiée lorsque 
l’on néglige la Dérivation. Dans ce qui précède, j’ai supposé que, au point 
considéré, l’angle de Dérivation est nul, ou non nul, mais que l’on a: 


dn_dn __ 
(86) ps ait 0. 
_ Il faut voir si les faits sont notablement altérés par cette hypothése de 


simplification. 

Je me propose d’abord d’étudier une formule approchée connue, que l’on 
trouve, par exemple, dans les travaux de MM. Charbonnier et Sugot (*). 
Cette formule est établie par des considérations intuitives. Il est toujours 
facile d’écrire une formule approchée, mais il est difficile de Pinterpréter 
convenablement. Et c’est cela qui est essentiel. 

Je reviens rapidement au point de départ. La poussée R est transportée 
au centre de gravité G, et elle est décomposée en deux composantes, RY 
suivant la tangente de la trajectoire, et R" normale à la tangente, située 
dans le plan de résistance (‘*). ve 

La composante R/ se trouve sur l’axe GX, qui est dans le plan de résis- 
tance, perpendiculaire sur la tangente ; GX est parallèle à Oa (Fig. 8). 


(1) Kyrizce Poporr, Sur le mouvement pendulaire des projectiles, Mémorial de l'Artil- 
lerie Francaise, 1936, 4e fase. 4 . 

(2) Voir ma Note, Théorie du mouvement gyroscopique des projectiles, Les indétermi- 
nations, Comptes Rendus des séances de l'Académie des sciences, 28 février 1938. ; 

(3) COMMANDANT CHARBONNIER, Balistique extérieure rationnelle, Problèmes balistiques 
secondaires, Paris, Doin, 1907. , 

G. Suvor, Balistique extérieure théorique, Mémorial de l’Artillerie Française, 1927. 

(4) Voir mon Mémoire: Caractères généraux. Etude de l’approximation, Ann. de la 
Soc. Sc. de Bruxelles, 1936. 
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© Nous avons s done: : | | À cf 9b Nor UG TD a+ eee 
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Je crois qu il ne faut pas abuser, en général, des indications qui peuvent 
étre fournies par la notion de symétrie. Ces considérations sont trop sou- 
vent trompeuses. Néanmoins ici il parait vraiment naturel de dire que la 
poussée a pour direction l’axe de figure lorsque |’écart est nul. Nous pou- 
vons admettre que les angles y et à s’annulent simultanément. 

Je ferai encore une remarque. J’ai défini le coefficient d’obliquité par la 
formule (8), mais j’emploie parfois la formule suivante : 


(bis) y=hkhd, k2>4. 
Il est clair que, dans ces deux formules, le coefficient k n’a pas exacte- 


(1) Voir le Mémoire déjà cité de M. E. ESCLANGON, Mémorial del Artillerie Française, 
1927. 
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-ment la même valeur, si y et d ont respectivement les mêmes valeurs. 
J’emploie.le même symbole, pour simplifier la notation, mais il faut éviter 
de faire une confusion, à CO,Sujets ve nl juive ÊTE. : 

En général, j’emploie la formule (8s) lorsque + Y et à de assez enone) x 
alors les deux valeurs de k sont assez voisines. 

Considérons maintenant |’ expression : sin x. Nous posons : 7 = kd, et 
nous Supposons que le coefficient d’obliquité est une fonction connue de d. 
En réalité, notre ignorance nons oblige à regarder le coefficient k comme 


étant un paramètre numérique constant, ou à variation lente, sur la tra- 
jectoire. 


Si l'écart d est assez petit, et si le coefficient k est assez voisin de 1, 


Pare x sera assez petit et nous pourrons admettre l’approximation ci-des- 
SOUS : 


(0) snx~y— à. 
Par exemple, supposons: d= 5, y= 15°, l’approximation (0) est 
trés acceptable. 

Elle ne le serait guére, si nous avions, par exemple : 


Mines == 10e ps BOR. 
Par contre, si l’écart est presque nul, approximation (0) est trés bonne. 
Supposons, par exemple : 


re = 00 et = en radians. 


On aurait alors : k= 10, et c’est une valeur qui paraît forte. Il est clair 
que, dans ce cas, l’approximation (6) est excellente. 

L’approximation (0) doit être satisfaisante, en général, si la trajectoire 
est de plein fouet. wh wen | 

Lorsque l’approximation (0) est satisfaisante, nous pouvons. écrire les 
relations approchées : | an peters 
Rie BY — px 
| RY =R(kK—1)d: 

Ces formules sont valables lorsque. l écart est presque nul. 

Nous savons que la force R° est portée par le demi- axe pi qui est 
parallèle à Oa (Fig. 8). 


Décomposons Ren deux composantes, R, suivant GH, qui est parallèle 


à OH, et R, suivant GN, qui est parallèle à ON. Lorsque l’approximation 
(0) est satisfaisante, nous avons immédiatement les expressions approchées 
de R, et de Ry 


Ri =R(k—1)d,, 
| = R(k—1), . 
LVI, I 9 


(89) 


0 qui n’est pa toujours ex t pe de la Déri 
‘de la courbe (G*) p jection horizo e de la traject 


a 


Arad) > ‘ry iis tea i> 


1) PHONE 


ie FiGSio: 


La courbure de la courbe (G’) correspond a la force ie La Dérivation 
normale (la rayure étant à gauche) correspond à une valeur négative 
de 6,. Alors la composante de la force normale à la courbe, dans le sens 
de la concavité, suivant G'h', sera — Ry. et — Be est positif (Fig. 9). 

La Dérivation anormale correspond à une sr positive de à,. Alors 
la composante de la force normale à la courbe, dans le sens de la conca- 
vité, suivant Gh, sera Ry, et Ry est positif. 
= Nous passons toujours des foresee aux accélérations, en posant : 


R= m Ri == mR ; ete.) 
Désignons par © l'arc ‘de la courbe (G’), par w la vitesse sur cette 


“courbe, par K le rayon dé courbure. Nous avons : 


pee AD pm gn eh is 
Koi ’ - MT eo. 


Fe | 5} 
Nous pouvons regarder le rayon de courbure comme étant positif, si 


¥ 


4.6 


(D) | | DR. 


Supposons la trajectoire vraie assez voisine de la trajectoire plane, 
c’est-à-dire supposons la Dérivation assez faible ; nous aurons : 


CA, U == VU COST. 


La vitesse horizontale wu est un des éléments fondamentaux de la trajectoire. 
Mais, si nous supposons la Dérivation assez faible, nous pouvons 
supposer aussi que le coefficient k est assez voisin de 1, de sorte que nous 
pouvons écrire : 
' d 
(D’) pen RES os 
dt 
C’est la formule classique. Mais tout n’est pas fait. 
| Il faut faire plusieurs observations, au sujet de la formule (D). Le sens 
- positif, pour la force R,, est défini par le demi-axe G'h, qui est parallèle 
à GH (Fig. 9), et ce sens correspond à une valeur négative de 1. 
Nous devons donc écrire : — &R;, dans le second membre. 
Les formules (89) n’étant pas toujours valables, il faut noter que 
l’on a, en général : 
R” = R sin x, 


, Ry =—Rsinx. siny, 


(94) 


| R, = R sin x. cosy 


La composante Ry est nulle lorsque le point a se trouve sur Paxe NON’, 


car on a, dans ces conditions : 


d,=sin y = 0. 


Nous avons donc : 

(92) R,=0 avec à,. 

Il faut surtout remarquer que, dans cette théorie, le deuxième moment 
et le troisième moment sont omis, c’est-à-dire que l’on a toujours admis 
tacitement que ces moments sont négligeables, ou bien qu’ils correspon; 
dent à des couples. En ce qui concerne Mz, je ne vois aucune difficulté 
à admettre que ce moment est négligeable, ou bien qu'il correspond à un 
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dy est positif, et comme négatif, si dn est négatif. Nous avons : : ca 
(90) Ri, a 
- " . 3 aed eee | 
dt 


couple. Mais, en ce qui concerne My, je vais montrer qu'il est urgent de 
faire une discussion. 


10. LA DERIVATION ET LE DEUXIÈME MOMENT. 


J’ai établi, par les moyens classiques, la formule (D’). C’est un jeu un 


peu subtil, puisque l’on s’appuie, d’une part, sur la trajectoire plane; et 
que, d’autre part, l’on admet l'existence de la Dérivation.. Mais ce seu 
subtil est correct si la Dérivation est faible. } 


Nous pouvons toujours, dans une étude générale, supposer que la 7 


trajectoire vraie est connue ; elle est plus ou moins voisine de la trajec- 
toire plane: Elle pourrait être très différente, et cela est clair si lon veut 
bien tenir compte des forces qui correspondent au deuxiéme moment. 
Dans le calcul de la trajectoire plane, le deuxième moment et le troisième 
moment s sont tacitement négligés ; ils ne sont même pas mentionnés. 
_ Je suppose connue la trajectoire vraie. Soit v la vitesse à Pinstant ¢ ; 
soit 6 angle d’inclinaison de la tangente ; soit n l’angle de Dérivation. 
Supposons connu le mouvement gyroscopique. Je ne suppose pas que 
ce mouvement soit nécessairement un mouvement élémentaire, conforme 
ala Théorie Elémentaire. Je supposerai seulement que le mouvement 
gyroscopique est un mouvement du méme type que le mouvement 
élémentaire, c’est-à-dire que nous avons une période de révolutions, puis 
une période d’oscillations, la courbe lieu dea, dans le plan de référence 
OHN, étant à peu près symétrique par rapport à l'axe HOH’. La symétrie 
parfaite est réalisée dans le schéma circulaire fermé, dont j'ai fait usage 
dans mes travaux antérieurs. Je dirai que le mouvement du point a est 
quasi-symétrique par rapport à HOH’. En particulier, je supposerai que 
l’on a : 
(93) sinw—{) avec d—0, 


c’est-à-dire que Paxe de figure reste du même côté par rapport au plan 
vertical contenant la tangente GT, lorsque l'écart passe par la valeur zéro. 

Je dirai que cette hypothèse de quasi-symétrie constitue I’ hypothèse ST: 
On voit bien quelle est sa signification. Le point a reste, en moyenne, à la 
même altitude que le point O, et approximativement, en moyenne, à la 
même altitude que le point G. 


Considérons Ie dérivées de n par rapport à ¢. Je suppose que l’on ait, 
a un instant ¢, 


(94) n=0, nN Qs 


Dans ces conditions, n passe par un extremum et nous avons un point 
d'inflexion de la cétirhé (G'). 


Je suppose, au contraire, que l’on ait, à l'instant 7: 
(86) n'=n"—0. 


on: ge mis 
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Dans ces conditions, la courbe (G') n’a pas, en général, un point. 
» d’inflexion à instant ¢,. | 
É Il faut maintenant examiner tous les cas possibles, au sujet du deuxième 
_ moment. 
4 Première hypothèse. — My est le moment d’un couple. | 
_.- La formule (D) est valable. Par suite, la dérivée n’ est nulle et change 
_de signe lorsque le point a passe au point B,, ou au point B,, sur NON" 
(Fig. 10). A ces deux points correspondent des points d’inflexion sur la 
courbe (G’). Passons à la limite. Le point B vient sur l’origine O, les trois. 
points B, BB, viennent se confondre avec le point 0. Nous avons donc une 
racine double de l’équation : 


(95) n') =0, 
c’est-à-dire que nous avons : 
(86) ny =n’ =0, à l'instant 4. 


N 
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Par suite, la courbe (G') ne présente pas un point d'inflexion, à cet 
instant #,. Ce fait est naturel, l’hypothèse SY étant réalisée. La pointe FE 
projectile reste du méme côté par rapport au plan vertical contenant la 
tangente GT. La concavité de (G’) ne change pas de sens. 

Je rappelle maintenant que la Dérivation est dite normale si, la ae 
étant à gauche, le point de chute se trouve a gauche, par rapport au plan 
de'tir, pour l’observateur placé derrière le canon. 


NS 


2: Vemploie parfois le même terme ¢ Dérivation.» avec des sens différents, L 


À ” LE 


mais la confusion n’est pas possible. | 

: Pour employer un langage rigoureux, il faut oies pen chose ë 
Diecuadien angulaire, qui est mesurée par Vangle n, et la Dérivation 
totale au point de chute, qui est mesurée par la distance de ce point de 


chute par rapport au plan vertical de départ. Il serait ecm nade de dire : 


Ta, totale, ou dérive latérale. | 2B 

.! Actuellement, je parle de la Dérivation MOI En général, cone Dérivas 
tion totale est normale. : _ | ‘5 
+ Exceptionnellement, elle peut être anarmales cela LRU la rayure 
étant à gauche, le point de chute sejtrouve à droite du plan detir, 

Je considère un mouvement élémentaire, correspondant à la Théorie 
Élémentaire. Dans ce cas, la Dérivation est normale. 

En effet, considérons un mouvement de révolution et la courbe Ter 
Les régions dans lesquellsona: , | (i 


<0 


sont prépondérantes. Donc la déviation du point G aura lieu, en moyenne, 
4 gauche du plan vertical contenant la tangente GT. Ensuite considérons 
un mouvement d’oscillation. On a alors toujours : 


oP 


Par suite, la déviation du point G aura lieu toujours dans le méme sens, 
toujours vers la gauche par rapport-.au plan vertical contenant la 
tangente GT. ES SM, “en 1 

Je considère maintenant un mouvement gyroscopique voisin dun 
mouvement élémentaire ; la conclusion subsiste. La Dérivation sera 
normale, pour les mêmes raisons. On peut dire que, pour un mouvement 
élémentaire, et pour un mouvement gyroscopique voisin d’un mouvement 
élémentaire, il y a, en moyenne, une déviation du point G vers la gauche, 
par rapport au plan de tir. La poussée agit, en moyenne, vers la gauche. 

Seconde hypothèse. — My est le moment d’une force unique. 

Gette force L est perpendiculaire sur le plan de résistance et appliquée 
au point À, sur l’axe de figure du projectile (Fig. 8). Transportons la 
force L au centre de gravité G. Je prends le demi-axe Ga comme support 
de L, c’est-à-dire que L sera positif si sa direction est Gx, et négatif si sa 
direction.est Ga’, 5 

Nous passons toujours des forces aux accélérations, en posant : 


poe 


ra dre 
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1. La force Laura deux sompnsantes ti suivant GH, et L; suivant:GN, et 
she ae #4 SE STE 


‘ i re “A, cos W, 
(96) Re sa eae 
4 , ; e TREO Ls = L sinw. 
‘“L’équation relative à la Dérivation sera : es ion te) duh Qu it 
D ee par à 
au lieu de ; Rane Fe 5: 7: 

dn à ‘ve 00} 

D — =— Ch, 
(D) . ee ae Hy. + pear 

Dans le second meinbre, on doit bien écrire : —. ani , parce que 


la direction positive, pour la force. Rs et pour 1S ag L,,iest le demi- 
axe GH. D’autre part, nous avons: n’ <0, si la concavité de la courbe (G’) 
est du côté de Gh, et n° >> 0, si la concavité de (G’) ést du côté de Gh’. ” 

‘ Jai admis que le troisiéme moment est nul, ou négligeable, ou bien 
qu il est le moment d’un couple. 
_ Et j'ai admis que le deuxième moment correspond 4 à | uné for ce unique. 
Je n’ai fait ici aucune autre hypothèse. 

Dans ces conditions, la formule (d) est la formule correcte de Ja Dériva- 
tion. Je vais interpréter cette relation. | 

_ Considérons un mouvement de révolution (Fig. 10). Au point B, on ee 


PU 


«cos = 0, a= 
_ Done, en ce point, la formule (D) est exacte. 


we points B, et B,, ona: f. # 0, parce quëir nous supposons : ‘ L ee 0. 
. Dans ces Shine les, deux, points d’inflexion..de (G') correspondent 
au point b,, au lieu ae B;, et au point b,, au lieu de B,, La concavité de 
la courbe horizontale (G') change de sens, avec un retard par rapport au 
cas précédent. Il ya un retard, un decalige: par le fait que L n’est pas nul. 

Ceci paraît normal, au point de vue physique. Les forces: qui. 8 ‘opposent 
aux changements d’ a. créent un 1 retard par rapport au passage 
du point a sur l’axe NON’. 

Ce retard est faible, si les arcs B,6, et B,b, sont très petits (Fig. 10). 
Si nous supposons que la Dérivation est nor mire nous supposons implici- 
tement que ces retards sont assez faibles. Dans le cas contraire, la forme 
de la courbe (Gr) pourrait être sérieusement altérée, par rapport à la 
courbe (G’) qui correspond à un mouvement gyroscopique élémentaire et 
à une Dérivation normale. 

Je vais maintenant supposer que Phypothése SY est réalisée et que la 


relation (93) est vérifiée. 


t 


‘Considérons les mouvements de révolution, dans ces conditions, et 
passons à la limite. Les trois points B,, B, B, viennent se confondre avec 
l'origine O. 

A la limite, la Date (a) est tangente, au point O, à l’axe NON’, et le 
retard, dont j’ai parlé, est dépourvu de sens. À la limite, les points b, 
el b, viennent aussi se confondre avec l’origine O. 

Dank ces conditions, nous aurons, à l’instant ¢,, une racine double de 
l'équation (95) et nous aurons : 


(86) =n’ =0. | 
Par suite, nous aurons, à instant ¢, : | 


y= 20; R"—0, Ba =0, 
L,=0, L =0, 


d’aprés les relations (88) et (96). 

J'ai supposé que M, est, en général, le moment d’une force unique L, 
mais nous voyons que, à l’instant ¢,, certaines conditions particulières 
étant réalisées, M, correspond à un couple. 

Il faut donner un peu de précision, à ce sujet, et, dans ce but, il faut 
regarder de près la trajectoire vraie (Fig. 11). Soit GV la verticale du 
point G. Le plan vertical contenant la tangente est le plan de la figure, 
le plan GTG'T’. Quelles sont les forces ? 

Nous avons le poids mg. Nous avons la composante R’ de la poussée R. 
Nous avons, sur l’axe GN, les composantes Bi et L,. Nous avons enfin les 
composantes Ry et L, sur l’axe GH, qui est perpendiculaire sur le plan de 
la figure. Faisons une abstraction, en mettant de côté, actuellement, les 
composantes R, et L,. Nous aurons une trajectoire plane. Je fais une 
décomposition des forces Ry et L,, suivant la verticale et la tangente. 
Je puis substituer W et W’ à L,, et U et U' a R.. 

Par rapport à la trajectoire plane classique, nous avons donc une 
altération variable du poids, et une altération variable de la force 
tangentielle R'. 

Nous savons que R” est petit par rapport à R, si les angles y et d sont 
petits. 

La force L, si elle existe, est une nouvelle cause daliération par 
rapport à la trajectoire plane classique. 

Si la valeur de L était assez grande, W’ ne serait pas négligeable par 
rapport a R’, et W ne serait pas négligeable par rapport à mg. Si L est 
assez grand, i peut arriver que la projection verticale de la trajectoire 
vraie n’ait rien de commun avec la trajectoire plane classique. Maintenant, 
tenons compte de la composante horizontale L,. Si la valeur de L est assez 
grande, nous pouvons avoir des déformations appréciés de la projection 
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horizontale de la trajectoire vraie, par rapport à la courbe (G’) qui corres- — 
pond à une valeur nulle de L. 

Il faut donc bien regarder le détail des circonstances qui permettent de 
faire le passage à la limite. I] faut supposer que le mouvement gyrosco- 
pique est du même type que le mouvement élémentaire ; c’est l’hypothèse 
SY. Il faut supposer que la Passe de L est assez petite pour que les retards 
soient trés faibles. 

. Dans le cas contraire, le passage à la limite n ’aurait aucun sens. 

C’est donc seulement dans un cas très paroi qe nous pouvons dire 
que M, est le moment d’un couple. | 

Ou bien, M, est toujours le moment d’un ne C’est la première 
hypothèse. 

Conservons la seconde hypothèse ; nous avons une force unique L. 
Abandonnons l’hypothèse SY : nous serons en présence d’une circonstance 
nouvelle. Examinons le cas suivant. La courbe (a) passe au point 0, à 
Vinstant {,, et au point D, à l'instant ¢, (Fig. 19). 

A l'instant t,, d’après les relations (88), nous avons : 


sny70, R=0, un=—. 
A l’instant ¢,, d’après les relations (91), nous avons : 
sin py=0, RK, = 0, wn’ = À, - 


Si nous avions : L=0, tout serait simple. Nous aurions, à l’instant f,, 4 
et à l'instant {,, un point d’inflexion de la courbe (G’). 

Mais j’ai supposé : L £ 0x 

Par suite, nous ne pouvons savoir, à priori, ce qui arrivera. 

Nous pouvons avoir des points d’inflexion de (G’), pour des positions 
de a, voisines des points O et D. Si l’arc OD est très petit, il est possible 
qu'il n’y ait aucun point d’inflexion dans cette région. Tout dépend des 
valeurs de L. A priori, il n’existe aucune raison pour que L soit nul, à 
l'instant ¢,. 


J’ai étudié les conséquences des deux hypothèses. Nous avons à faire le 
choix entre ces deux hypothèses. 


Et ce n’est pas une chinoiserie ; c’est une question importante, au point 
de vue de la Dérivation. 


(A suivre.) 


4 7 "1 s152% WS “Ih 4 
EUX ab dis ei footy SBN he 11; axe aed ni tt nine os wad oa i 
4 ay lsd 44 ay 5 di, Hi tel nila pes arr i AAdS; we I “Hh in “ HS DY BAER 749 


à désignées par 6, (x), 8,(æ) .. ; la fonction inverse de 8(2) nl 
fes 8_:1(x) et nous écrirons. f0(2) pour. à [6 Se. et f8h(x) pour fO[h(x)]. 


fé Hades 1. aD 4 


et, en posant (2) = = oly (x), d’où 6,(x) = = 8 (x) LE To on obtient | 


: efi vibe er 
Ptah PITS RIT - 


: = . © . 
A = AB be rps i TMD ET: 
SA © poate? hel 744 


ei 


PAR $ ce “qui. suit, les itérées successives d’une fonction 


Gonsidérons l'équation 


. a3 GUN steer 
© - = Fu Dm af (a), ee | 


1en tire, pour ‘3 fonction i inverse, 


paar =. Te = [oe [el aay) Bi eee es 


“tue: erst as 


+ 

Ex ra) moO Ree 

@):, JUSTE EE) GO SIE “ 8x)” +1. mr biti mite a 

La méme formule CE se tire de Péquation fonetionnelle Moi à 

z. f@+D—@+ a) fa) {8} 
en posant mI 

ANSTO Ba) — ar + af (x). M 


Ceci nous - conduit à chercher des solutions one are, analogue. 


0) que nous écrirons, en nous limitant au troisième ordre, 


@) 2d | = — mi 45 sD 


ou.m, p,? m4 sont des coefficients CORSA = ota onl dont at Sn sr” 
Pour y paryenir, soit Se re Bonne el eupde PR 
(4) Aili fivborw Blt: page ad esiantidte shovel 2a 

Péquation 3) devient .; . piri oa acts 
he, Mis = ma DCE phi yee ÿ£) 


€=8 


et, en remplaçant x par h_y (x), 


st saith Dep A ha (@) = mhOh x(a) + per: it a 

.Posons ensuite TE on RER , é ns a 
® seb. : LRU OG) = he hs (ae). ii Be TS La rite À 
il vient Pat int) aodlinad 0} 26 TE Deo 


4 


(6) A p,(x) = m (a). + po ter, if Li | : 


i 


de ), à l'équation fonctionnelle ze 

wir hip bat dun ! F arg ac “ty | Tr EL su pet AD L rie. * 
que l’on peut considérer comme une généralisation de (1). PURES 

Or, il est bien connu que la relation (6) se réduit à une équation aux 
différences, quand on fait usage d’une transformation indiquée par Abel. 
Cette transformation consiste à regarder x comme une itérée d'indice — 
variable y de la fonction 9, c’est-à-dire à poser wr kA 
a yl AU BLA LER AN eee ‘ 
[CMO 1001 Io OE) iG, ae (8) t.0 


| 


k étant une certaine constante, d’où 


px) = x(y +1), Pa(æ) = x +2). | 

En nous plaçant dans le cas général où les racines a et B de l'équation 

caractéristique NT ets Me 
(8) 


sont distinctes et différentes de l’unité, les solutions de (6) peuvent ainsi 
être représentées sous la forme paramétrique suivante | 


a = Aa’ + Bei + C 
P(x) = Ket ze Be + ri 


ou A et B désignent des fonctions arbitraires périodiques de {, de 
période 1, et où | . 


{~- 


2? — mz 7 =U 


(9) 


T 
ET Ep: 


Cela étant, on peut satisfaire à l’équation (7) de la manière suivante : 
Supposons, pour fixer les idées, que la racine à ait son module supérieur 
à 1 et que la racine B ait son module inférieur à 4, et choisissons, pour 
les fonctions arbitraires A et B, des constantes ; le produit infini à) 


10) F AG eo a. Aa’*” 
( (x) ERA a I] Ao’t* 3 Bet" wl C 


converge absolument et uniformément au voisinage de tout point du 
plan ¢, n’annulant pas l’un des dénominateurs, et définit, par suite, une 
fonction uniforme de la variable ¢; inverse de ce produit infini est 
d’ailleurs une fonction entière de ¢. En remplaçant, dans (10), £ par t+-4,; 
x est, d’après (9), remplacé par (a) et l’on constate que | 


F[o(æ)] = (A ot 4 BBC) F(a) =a F(a). 


RES =I ree 


3 st la fonction (zx) est aia donnée par la formule (4). On voit de 4 
que, sous les ae à faites, concernant les racines a et B, le double — 
IS ; bs fee ( 
gt 

: | | B t B or, ee Bet” C Ane 
ay vera(B(2)” Feary 
> A “ yan _ n=l 1 

définit une fonction entière de { et que Von a Y [@(e)] —Y(x). SC 
_ tion (7) admet donc encore des solutions telles que . 


ee h_1(x) = F(x) g [Y(x)] Sola 
P< wie désignant une » fonction arbitraire.  . | ree 
4 On peut remarquer que, pour un choix convenable de ¢ et des divers 


éléments qui figurent dans lexpression (10), celle-ci se ramène à des 
fonctions connues. Supposons, en effet, que lé équation (6) soit de la forme 
| goe)= G+) D) — æ + (1 — g) A — g), 

où g aun module inférieur à un. Nous aurons E 

1 de 
q E q° 
Prenons A —1 et posons B = 2 cos Anw, v étant un nouveau paramètre. 
La première des formules (9) devient — 2 


x =1 se 9q cos Arv + g * : 


le produit (10) converge encore puisque | À re cts en le désignant p par 


CA 


3 F(x, v), on peut écrire 
A 
re = Ss II [4 + 9g? +"— cos Any + gh saa : 
4 : m=) bi 
fs. Changeant ensuite ¢ en ¢+ oe x est remplacé par l’itérée d’indice 
-  fractionnaire p, (x), et l’on a x 
; 2 
Je 2(t+n—3) orn )) | À 
most TT Li 2 2 * cos Aru + q cae 
1 si n=1 
2 


RC 


Hi nf thet 4 3 
Er Va Aa Le e 14 w 7 ar get) one 
; “ ns CFE PAM PE) =1 
: 2 : 
TS Ta re ies 7 3 f 
et, en posant pour  abréger,… Nap . ‘ 
PCM Cr Fe =] FOIE | 
Dnaura de * ag ee 
Ta 
F, non" pte “eos anv + gi 
| er TA res Mau 
anand wa is uly STI: Og?" nn co . 
Rot) ae 3) SN MES 4 


œ ‘HA f a 


xO “I E 2b sa cos 2 Tv + “| : 


ees ies cos 2Tv + q Mk nd ey 
F,(v <2 4 n=1 : ag 

On reconnait dans ces formules les produits infinis a figurent dame 
Pexpression des quatre fonctions à de Jacobi. 

En ce qui concerne la fonction W(x), le second produit infini qui 
figure dans (11) ne converge plus, B ayant Len son RE 
HR a.un, mais, dans ce cas, le produit 

Ge) = Il (+ e+ La”) 
C 
converge et l’on a JP ani 
G[p(x)] = xG(a) , 


de spre que € "est maintenant la fonction 


ni 98) 


mip: 


i fail a l'équation foïtptp as sh olla 

a 7 AL [oleh = oe TS 
En en les cpnstinteré comme plus haut et en faisant { = qe D 
‘nous aurons : d = 


1 ” 7 
= 


4 | V@ = d” TTC 2 ton + de ae 
oe | = À 
c est-à-dire, d’après les notations d’Hal phen, 2 


YQ = 9 #05720). 
Revenons à l’équation (6). La ion (9), que nous avons indiquée 
_dans le cas général, est en défaut, lorsque l’équation caractéristique (8) 
‘à une racine double ou une racine égale à 1. Envisageons seulement 
le cas d’une racine double à —8 —1. II faut alors remplacer les for- 
. mules (9) par les suivantes ++ 
# » ! fi fey wit hs 7 
i oh Bi te 798, # 
» (12) | | 


px) = A + B(t+ 1) + (+ 1)? 


Mi 


ie A et B étant encore des fynehions arbitraires de période 1 ; supposons-les 
constantes et écrivons la première équation (12) sous la Donne 


z= 5 1)( =); 
on voit de suite que la fonction 


F(x) = (4 ré-nre 


OR EME 


satisfait à l’équation ve 
F[o (@)] = «F (x) 

et l’on pourra, dans ce cas, obtenir l'expression de F(z) sous forme 
_ explicite en x. 


VM a 


DS rl 


Voici quelques autres exemples. très simples d'équations aux itérées, 


analogues à (2). 
fr L’équation A : Et PA re À at tyne Vesa AU iS iu. ip 


4 Oo je 19 orne dob 


adoniluitr sf vou Sup nL Dey 41 
a ale satisfait la fonction eulérienne de prés epi 


ROR) À 


4 1 ner | fib - 4 ni Er ent & ano | © 


& 


° aire " 
THe | (HT tia 4 sl "EU (6) oat 


à la place de 8 (x). 
La formule de Lagonre relative aT @.d fone une ee a équa à- 
tions . Fil = ae {x} p 
| à | 
1@) (+ 3) =H), sons inl’. 9 
DT vf ovéioh fa LEO 
F (« 4 3) = 2F (x) 
et, en posant 


6m) = + Ff 4(@), 


on en déduit 


De même, si l’on part du système 
fe) 1 (e+3) f(e+5)= F6), 
F (2+3) = 2F(x), 


que l’on peut résoudre à l’aide d’une formule de Gauss, généralisant celle 
de Legendre, et si l’on pose 


BN ay 


2 O(a) | er 
A De cette même formule de Gauss, il résulte que l'équation 
pl f(x)f(@ +4) + MCE gato Vas 


_admet la solution particulière 


Oa) 00) 1g 


‘à 


d’où l’on peut déduire ensuite la solution générale. 
Faisons Nos Helsoit dei: 
@(a) = —— ds (2) ’ 
il vient 
0(x)8,(x) —æ8(x) —1 —0: 


_ faisons m—3  etsoit | 

ap Asia F(a) = f(x + 1) LG be L 
O(x) =a eae (x) . 
-  l’exposant a ayant la même signification que plus haut, nous D dons 
0(æ)8,(x)0,(x) — x0(x) 8,(x)—1=0 © 


to | ae 


et la généralisation de ces résultats est facile. 
Il résulte encore de la formule de Legendre que la fonction 


fi sp is dde) 


satisfait à l’équation fonctionnelle 


f(x) f(@ +1) =T(x). 
LVIII, I if 40 - 


“ais 


ee ee Nee 


A 


are tete Si non) ob fm Seabees mo sl 
Ae are serait”? Pee y Yo | x: 


Ke) +. 


(43) | HORS ETCE | LS a 


lorsqu’on substitue 


af_,(x) —a 

à la place de 8(x).  — 
Nous nous proposons de chercher des solutions uniformes VE (42). 
L’une d’elles est donnée par la série 5 hueg ol 


Ri) = Ft Fit api ae Be ieee 


où Wn appartient à la suite de Fibonacci, telle que 
(14) Un = Un—1 + Un—2 
et l’on en obtiendra d’autres en prenant 

f(v) = F(&)+ p(x), | 
si l’on peut trouver pour p(«) une fonction uniforme, satisfaisant à l’équa- 
tion fonctionnelle 


(15) 9 (1+ 5)=20@). 


— 


Gate équation étant linéaire, on peut se fixer (1) à volonté et procéder 
par interpolation. En prenant, par exemple, p(1)= V5, on obtient suc- 
cessivement 


p(i)= Vi 9 (H 12 NS, o (3 )= V5, 
et, en général, 


@ (Ata) = VS, . 


un” 


où Un appartient à la suite (14). 


Or ont les racines de I’ Fe 
2? — z—1=0, 11 


pi EL 


re ce 
F n = 


~ “et un calcul facile donne ensuite une ‘solution particuliére de (15) 


M1 
0 ge (c— Pe pe 
4 ( ) (x a a)" ou n= ~ fog Ne Toe B - 
On le vérifiera en observant que les points doubles de la substitution 


| 1 SE 
(«1 ab sont a et B que, par cette substitution, la fraction = à : 
m 
se reproduit, multipliée par le facteur — “ ; de plus are sf ) =. 


Une solution générale de l’équation (15) est alors 


4 (6) p(x) = P(x) w (log — | , 


a 


ou Ww (u) désigne une fonction périodique arbitraire, de période log 5 . 


La fonction ®(x) admet les points critiques a et B et est multipliée par 
e?™ ou pare 2", quand x tourne autour de l’un d’eux. On rendra donc 
(x) uniforme, si l’on choisit pour W(w) une fonction doublement pério- 


. a c ma ao : , 
dique de deuxième espèce, ayant les périodes log 8 et 277, avec les multi- 


plicateurs respectifs u= 1 et = e—?™™. La plus simple des fonctions 
&(u) que l’on pourra choisir sera méromorphe et n’aura qu’un pôle dans 
le parallélogramme des périodes. Elle s'exprime comme suit dans les 
notations de Weierstrass : soit 


RE ye ee ee 
‘ ? 


formons la fonction au, aux périodes 2w et 2w’ et posons, suivant l’usage, 


== Cw; 
on aura 


> | —2mNu 
(17) GW) = ed 


Toutes les équations aux itérées, envisagées ci-dessus, peuvent se tr 
par la transformation d’Abel, mais il est bien clair que les calculs 
nous avons effectués, exigeraient, pour présenter la rigueur désira 
une étude minutieuse et probablement difficile des fonctions multiform 
auxquelles on a affaire. Tels qu’ils sont, nous avons pensé que ces calculs 
pourraient peut-être intéresser quelques lecteurs. 


AA CHE süpike 
vas luvrefre tee 


. eld, 235 ol 
Déc | ir. 
- ERRATA,, par 
nd relatifs à l’article de W. Mund : 


Sur la définition générale de Pentropie et les bases de la thermodyna- 
 mique chimique ("). 


4 Page Ligne Au lieu de Lire 
L + ' sek os 17 7 Gs 
El emia Fe W= x(a), 
77 13 est occasionnellement figure 
mentionnée 
83 8 =NiW, EE Ne Wr 
83 10 vez ps 
85 en note dQ/dt dQ’ /dt 


(1) Ces Annales : T. LVI, série I, p. 65. 
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Mélanges d'ampholytes 


RE. AUGUSTIN BOUTARIC 


1. Le mélange‘d’ampholytes donne lieu souvent à une précipitation 
d’un complexe pour des concentrations en ions H* comprises entre 
celles qui correspondent aux points isoélectriques des deux ampholytes. 
On explique généralement la formation du complexe en disant que, 
dans l'intervalle envisagé, se trouvent seulement en présence les anions 
de l’un des ampholytes avec les cathions de l’autre et que la combi- 
naison se produit par une sorte d'association hétéropolaire. Soient 
z, et z les concentrations en ions H* correspondant au point isoélec- 
trique des deux ampholytes M et M’. Les deux ampholytes, indique- 
t-on généralement, auront des charges positives pour les concentra- 
tions en ions H* supérieures à la plus grande des deux valeurs défi- 
nissant les points isoélectriques, z; par exemple, et des charges néga- 
tives pour des concentrations en ions H* inférieures à la plus petite 
des deux valeurs, soit z;; pour des concentrations en ions H * comprises 
entre z; et z;, les deux ampholytes seront de signes contraires et les 
deux formes en présence dans cette région intermédiaire pourront 
donner lieu à la formation d’un complexe. 

L'interprétation précédente paraît en réalité un peu simpliste. 
D'une part, dans l'intervalle des concentrations en ions H * comprises 
entre z; et z;, comme d’ailleurs dans toute l'échelle possible des con- 
centrations en ions H*, se trouvent en présence le cathion et l’anion 
fournis par chacun des ampholytes. D'autre part, il semble logique 
d'appliquer à l’équilibre des ions en présence la loi d'action des masses. 
Soient : 


A = NH}R — Co 
C =*+H'N™R — CO*H 
Au = MAS Rk’ = CO 


Css *EEN — R’ — COPA 


les anions et les cathions fournis par les deux ampholytes envisagés. 
Considérons les réactions : 


A +C’ 2M, 


= 


… 


FAT. . * ee aye a 
‘ +. i ae x a“ À Lu Fe 0 a 17 H 


t liew à la formation réversible des deux complexes M; et M, 
d'action des masses fournit les deux relations : mi 
A Mt pa 
| ta halles “ti 
#: ie 4 DM) Cay 
LE bad Teh at #6 
hk, et ky représentant les constantes d'équilibre relatives aux deux 
complexes. ; 
_ Désignons par x, y, x’, y’ les concentrations des anions et des ca- 
_ thions des deux ampholytes, par c, et cy celles des deux complexes. 
_ Les deux relations précédentes s’écrivent : 


a 6; 
= Ge 
2 LE a 
4 (2) x'y Ro 


Quelle que soit la valeur de k, et À, on voit que la concentration 
du complexe M, passera par un maximum pour la concentration 
en ions H* qui correspond au maximum du produit xy’ et que la con- 

_ centration du complexe M, sera maximum pour la concentration 
© en ions H+ qui correspond au maximum du produit x’y. C’est donc 
pour ces concentrations en ions H+ que doivent s’observer le plus 


1 
? nettement la formation et, le cas échéant, la précipitation des com- 
f plexes M, et My. Désignons par z la concentration en ions H*. Pout 
cette concentration, la dissociation des deux ampholytes mélangés 
| _fournit les relations : 
| : Xz C4 
3 = =, 
a le APN ee ie) 
k, k, 
(4) À A fot ee RARE 
Cr Co —{x + y) 2 


(1) Ces deux complexes répondent aux formules : 
NH?RCO? — H3N — R’ — CO?H 
NH?R’CO? — H3N — R — CO?H 
Si les ions conservent leur individualité dans le complexe qu ils forment par 
leur union, M1 et M2 pourraient représenter deux isoméres; s'ils ne conservent 
pas leur individualité, M1 et M2 seront identiques et représenteront seulement 
l'union des molécules neutres relatives aux deux ampholytes mélangés, la 
formule commune pouvant être écrite : 
NH? RCO? H . H?N R’ CO? H 
Les résultats des calculs effectués restent valables quelle que soit celle des 
deux éventualités qui répond à la réalité des faits. 


Oo on eee Le | 
ha Ry, hy, ki désignant les constantes de dissociation acide et be 
des deux ampholytes, c, et c, leurs concentrations initiales, © 
leurs concentrations dans le mélange après qu’une partie des molé- 
cules a été dissociée. | | 

Des équations (3), (4), (5) et (6) on peut tirer aisément : 


… Cohake 
ee “Ee + ha + RE, 
3 Ch 
@ Fo 5c 2 
Uh c RAR, 
©) 0 Re + ha + BR, 
| (10) y à Ale 


hye + kez + ER, ee 
A un coefficient numérique près, les produits xy’ et x’y ont la même 
expression en fonction de z et passent, par suite, par un maximum 
pour la même valeur de z. Ainsi les deux complexes M, et M, dont on 
peut envisager la formation après le mélange des ampholytes pré- 
senteront leur maximum de concentration pour la méme valeur de la 
concentration en ions H* et manifesteront, pour cette valeur, leur 
maximum de précipitabilité ('). La concentration z en ions H* sera 


celle pour laquelle l’expression : 


2 


(Rez + kez + Rak.) (hy? + ke + KR) 


, : fm : 
présentera un maximum. Calculant la dérivée Fr on voit que celle- 
2 : 


(11) Le 


ci se présente comme une expression dont le numérateur est une fonc- 


(1) Si les deux complexes sont identiques, le résultat précédent indique que la 
concentration de ce complexe passera par un maximum pour une concentration 
en ions hydrogène qui a la même valeur quel que soit le groupe des ions A et C’ 
ou C et A’ dont l'union forme le complexe; si les deux complexes sont différents, 
le produit de la concentration des ions qui forment chacun d’eux pourra n’at- 
teindre la valeur du produit de solubilité que pour l’un d’eux. Tout ce qu’il 
faut retenir de l’analyse, c’est que la précipitation du ou des complexes formés 
passera par un optimum pour la valeur z de la concentration en ions H+ qui rend 
maximum l'expression (11). 


tion du dents egies qui, égalée a 7 ioe acer 
wo — Dh — k, (by + By) B+ RE (hy + BL) LKR =0 | 
É La résolution numérique de cette équation, dans un cas Le ES 
‘ n ‘offre pas de difficulté. Il est d’ailleurs facile de trouver deux limites : 2 œ 
- entre lesquelles est comprise la racine z de l'équation pour laquelle | 
la dérivée s’annule en passant du positif au négatif. On is écrire 
Véquation (12) : 
OS) 2 [rake — Reha] — 2 [he (Ry + Bi) 2 — FER, + EN] = 
=. Considérons les valeurs : 


ER Re 
et a a is ae 
524 | if 


Faisons successivement z =z, et z =z, dans l’équation (13); 
le premier membre prend ainsi les valeurs : 


2, = — 1 | (he + #0 VAR — (ha +) VRE ] 
PAt 2 RP 112 , 1\2 ’ 
= pe [+ MPM (he + AK | 


Supposons À, et k, respectivement inférieurs à k, et k,, il en résulte 
z < 2 et Z, négatif, Z positif. 


See a a de 
Ms "+ ab) 


Ainsi la dérivée os s’annule en passant du positif au négatif pour 


une valeur de z comprise entre z, et z,. La discussion des divers cas 
possibles montre qu’il en est toujours ainsi quelles que soient les 
valeurs relatives de k,, k;, k, et k, et par suite de Z et 22. 
Si l’on remarque que les concentrations en ions H* qui correspon- 
dent aux points isoélectriques des deux ampholytes sont définies par : 
2 Rhea et Pez Reke 
Re Ry 
on voit que les valeurs de z, et 2 qu’on peut Hier sous la forme : 
tT (Vite CNET 


à ne 


\/ k, (* - = 
LE NES TEE 


2 


| points en Paces aes rie zis aes ‘Ona, en à cet 


constant eue 
Sing’ aly = ay pt 
En tenant compte des relations (3), (4), (5), (6), on voit que 
9" sont respectivement FRE aux concentrations ce 


présentes dans fs solution, en sorte qu’on a, a un tee constat 


pres : 
a Se, 


ne 


La concentration c des molécules neutres de l’ampholyte M passe par 


un maximum pour la concentration z; en ions hydrogène qui définit 

le point isoélectrique de l’ampholyte M et la concentration c’ pour la 

valeur z; relative au point isoélectrique du deuxième ampholyte. 
Supposons % > z,..Pour 2 2: 


dc dc’ 

—=0 SES 0 

dz dz É 
Pour: = 

dc dc 

SSS PE 0 = 

dz dz <0 


Ainsi & est positif pour z = z; et négatif pour z — z;. Cette dérivée 
dz 


s’annule donc pour une valeur de z comprise entre z, et z; et c’est 
pour cette valeur que P passe par un maximum et que les deux com- 
plexes M, et M, (ou le complexe unique, si M, et M, sont identiques) 
présenteront leur optimum de précipitabilité. 


3. On peut obtenir simplement une valeur approchée de la concen- 
tration z pour laquelle a lieu cet optimum de précipitabilité. 
Des équations (3), (4), (5) et (6), on tire : 

k 


(323) PR bi 
2 


= 


Dans tous les cas, le maximum de concentration du où ds Pe 
se produira pour la valeur de z dé rend maximum le produit C = cc’. | 
D Oron:a.:: 2 | à 
nn éme er 
D cf ce ty) aie 
‘Six et y me ets par rapport à c,, de même que x’ et y’ par rapport 
ac), ce qui est toujours le cas pour des ampholytes (électrolytes 
… faibles), on peut, dans les expressions (3), (abs), (55), (6PË), rem- 
placer cetc’ parc, et c, et prendre : 


2 =C, — 
2 
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Cs sera maximum en même temps a ris ee is 


par rapport à on peut réduire le ARES fo 
à leur premier rater et écrire : 


dlog,C hath, bythe 
Te a eS | 
La dérivée s ‘annule en passant du — au négatif pour > 
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4. Dans le mélange des ampholytes, la concentration totale des 


molécules neutres (non électrisées) sera : | 


Z = + 0 +t) re 


Quand la concentration z en ions H* va en croissant, c passe par un — 


maximum pour la valeur z; correspondant au point isoélectrique du 


Me 


premier ampholyte, c’ pour la concentration z; qui définit le point 


isoélectrique du second: D np et c, + c> pour une valeur inter- 
médiaire zy. 

Comme les courbes qui représentent en Sunctibn de z les variations 
dec, dec’ et dec, + cy décroissent très vite de part et d'autre du maxi- 
mum, on est amené 4 conclure que Z présentera trois maxima pour 
des valeurs de z voisines respectivement de z;, z; et zg. 

Pour ces trois valeurs de z, la conductibilité du mélange d’ampho- 
lytes passera par un minimum en sorte que "étude de la conductibilité 
de ce mélange amène à reconnaître la présence de trois points isoé- 
lectriques, l’un d’eux coïncidant avec la valeur de z qui favoriserait 
le maximum de précipitation des complexes auquel donne lieu le 
mélange d’ampholytes. 

C'est, semble-t-il, dans les systèmes où interviennent plusieurs 
ampholytes plutôt que dans ceux où existerait un seul ampholyte 
polyvalent que l'étude de la conductibilité permet de révéler l’exis- 
tence de plusieurs valeurs de la concentration en ions hydrogène pour 


lesquelles la conductibilité passe par un minimum, c’est-à-dire indique 
l’existence de points isoélectriques. 
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